XIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

11. évfolyam

1. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D pont a C csicsbol huzott
magassag talppontja gy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D ponthdl
hiazott merdéleges talppontja az A csicsbol szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABCZ szogfelezéje!

2. Oldd meg az egyenletrendszert!
log, x+log, y+log, z=2,

log, y+log, z+log, x =2,
log, z+log,, x+log,, y=2.

3. Hatarozd meg mindazon x és y valos szamokat, amelyekre
x’ —2xcos(xy)+1 =0.

n 1Y
4. Melyik n természetes szam esetén van a (2 + xz) + (2 +—2j =18 egyenletnek
X

legtobb kiilonbozo valés gyoke?

A feladatok kidolgozdsara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



MEGOLDASOK - 11. évfolyam

1. Az ABC hegyesszogii haromszogben legyen D pont a C csicsbdl huzott
magassag talppontja ugy, hogy AD=BC érvényes. Ha L pont a D pontbél
hizott merdéleges talppontja az A csucsbol szerkesztett magassagra, akkor
igazold, hogy a BL az ABC/ szogfelezije!

Megoldas: Mivel DALZ=90°-ABCZ=BCD/Z és AD=CB, a két derékszogi
hdromszog, ALD és BCD a SZOG-OLDAL-SZOG egybevigésagi tétel alapjan
egybevagd, és ezért befogoik is egybevagdak, azaz LD = BD . Tehat LDB haromszog
egyenld szard, s igy DLBZ = DBL/ .

Ezek alapjan 180°=LABZ+ABLZ+BLAZ=90°-ABCZ+ ABLZ+90°+ ABLZ,
amibdl kovetkezik, hogy 2-ABLZ = ABCZ, amit bizonyitani kellett. (25 pont)

2. Oldd meg az egyenletrendszert!
log, x+log, y+log, z=2,

log, y+log, z+log, x =2,
log, z+log,, x+log,, y=2.

Megoldas: Az egyenletrendszer értelmezési tartomanya miatt x>0,y >0,z >0, ezért
atalakithat6 a kovetkezo alakba: (5 pont)

log, x+ %log2 y +%log2 z=log, 4,
1 1
log, y +Elog3 Z +Elog3 x=log,9,

log, z+%log4 x+%log4 y=log, 16,

Illetve (5 pont)
X\ Yz =4, y\/;=9, 15216.
Osszeszorozva a fenti egyenleteket adédik (5 pont)
(xyz)2 =576 =247 , vagyis xyz=24. (5 pont)
Visszahelyettesitve a kapott értéket az els6 egyenletbe, kapjuk a megolddsokat:

2 »

5 pont
3 i (5 pont)



3. Hatarozd meg mindazon x és y valds szamokat, amelyekre
x* —2xcos(xy)+1=0.
Megoldas: Az adott egyenlet atalakitas utan:
x* =2xcos (xy)+cos” (xy)+sin’ (xy) =0, azaz (x—cos (xy))2 +sin® (xy) =0

alakban {rhaté fel, s ez a rendszer ekvivalens az x—cos(xy):O és sin(xy)=0

egyenletrendszerrel. (5 pont)
Ha sin(xy) =0, akkor cos(xy)==1, ahonnan x=1 vagy x=—1. (5 pont)
Ha x=1,akkor cosy=1, ahonnany=2kx . (5 pont)
Ha x=-1,akkor cos(—y)=-1, ahonnany=(2m+1)7x. (5 pont)
Az egyenlet megolddshalmaza: M = {(1, 2kr),kel } u{(—l,(2m+1)7£),me 0 } )

(5 pont)

n

4. Melyik n természetes szam esetén van a (2 +x° )” + (2 + izj =18 egyenletnek
X

legtobb Kiilonb6zo valés gyoke?
Megoldas: Felhaszndlva a szamtani (aritmetikai) és a mértani (geometriai) ko6zép

kozti egyenlétlenséget, valamint, hogy (Va)(ael = a’ +i2 >2), felirhatjuk, hogy
a

18:(2+x2)”+(2+i2j 22-\/(2+x2)”(2+i2j =2-\/(4+2-(x2+i2j+1j >
X X X

>2-,/(4+2-2+1)" =2-3".
Ebbdl kovetkezik, hogy 18>2-3" és adddik, hogy ne {0, 1, 2} . (5 pont)

1
2

2 0
Ha n=0 , akkor (2+x ) +| 2+
X

0
j =18 esetén nincs valés megoldds. (S pont)

1
Ha n=1, akkor (2+x2)1+(2+i2j =18, s a valés megolddsok az x* —14x*>+1=0
X
2

egyenlet megolddsai, vagyis x’=7% 43 =4+2.23+3= (i2 +3 ) amibdl

kovetkezik, hogy a megolddsok halmaza M :{2+\/§, 2—\/5, —2+\/§, —2—\/5} .

(5 pont)
2
Ha n=2 , akkor (2+x2)2 +(2+i2j =18 alaku az egyenlet, s a valés megolddsok
X
4 ) 4 1 : . L o2 1
az x" +4x"—10+—+— =0 szimmetrikus egyenlet megolddsai. Tehit x°+— =a
X x X

helyettesitéssel kapjuk az (a2 —2) +4a—-10=0 egyenletet, amelynek a megoldasai

. Y 1
a, =2, a,=—6, innen, elsd esetben X +—=2, ahonnan x*—2x*+1=0, amelynek
X

megolddsai x=1 és x=-1, a masodik esetben pedig x2+i2:—6, illetve
X

x* +6x> +1 =0, amely nem ad val6s megolddst. A keresett érték n=1. (10 pont)



