XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 3.

12. évfolyam

1. Két egymast kovetd primszamot ikerprimeknek neveziink, ha a kozottik levé
kilonbség 2. Hatdrozd meg az Osszes olyan a és b ikerprimeket, a<b, amelyekre
teljesul, hogy az ab+1 szdm szdmjegyeinek 0sszege 7 .

2. Oldd meg a kivetkezo egyenletet az egész szamok halmazaban: 2021x* =12y° +4z°.

3. Adott az ABCD trapéz. A trapéz alapjaira Kiviilrol egy-egy téglalapot rajzolunk,
amelyek egybevagdéak, a trapéz szaraira pedig szintén Kiviilrél négyzetet rajzolunk.
Bizonyitsd be, hogy ezeknek a téglalapoknak és négyzeteknek a kozéppontjai egy Ujabb
négyzetet hataroznak meg.

4. Adott az X ={1,2,..,n} halmaz. Legyen F={A,A,,..,A,} olyan halmaz, amelyre
minden i=12,..,m esetén A c X, valamint minden 1<i< j<m esetén A NA; <2,
Hatarozd meg az m legnagyobb lehetséges értékét!

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 12. évfolyam

1. Két egymast koveté primszamot ikerprimeknek neveziink, ha a Kkozottiik levé
kulonbség 2. Hatarozd meg az 0sszes olyan a és b ikerprimeket, a<b, amelyekre
teljesul, hogy az ab+1 szdm szamjegyeinek dsszege 7.

Megoldas: Egy megoldas létezik a=3, b=5. Megmutatjuk, hogy nincs tébb megoldas.
Minden 3-nal nagyobb primszamrol ismeretes, hogy felirhaté 6k +1 alakban. Ha a és b
ikerprimek, akkor valamely k természetes szamra pontosan a=6k —1 és b =6k +1. Ekkor

ab+1=(6k—1)(6k +1)+1=36k*—1+1=36k’. Ez a szam viszont biztosan oszthatd 9-cel,
azaz a szamjegyeinek 0sszege is legalabb 9, tehat nem létezik mas megoldas.

2. Oldd meg a kivetkezo egyenletet az egész szamok halmazaban: 2021x* =12y° +4z°.

Megoldas: Egy megoldas az (X,y,z)=(0,0,0). Megmutatjuk, hogy nem létezik masik
megoldas. Legyen (X, Yo.2,) egy az eldz6tél eltéré megoldés. Ekkor 2021x,° =12y,* +4z,°.

Ismeretes, hogy a négyzetszdmok harommal valé osztasi maradéka 0 vagy 1. Ekkor az
elébbi egyenldség bal oldalanak harommal valo osztasi maradéka 0 vagy 2, még a jobb
oldal harommal valé osztasi maradéka 0 vagy 1. Konnyen belathato, hogy megoldas csak
akkor létezik, ha a jobb oldal és a bal oldal is oszthaté 3-mal, azaz, ha x, és z, is oszthatd

harommal. Legyen X, =3x, és z, =3z,. Ekkor az el6z6 egyenldseg felirhato:

2021.9-x2 =12y2 +4-9-22.
Ha mindkét oldalt elosztjuk 3-mal, akkor a kovetkez6t kapjuk:

2021-3-x? =4y2 +4.3.22,
Azaz, Yy, is oszthato 3-mal, vagyis y, =3y,. Ekkor

2021-3-X; =4-9-y; +4:3-2] ,
ahol, ha ismét elosztjuk mindkét oldalt 3-mal a kovetkez6t kapjuk:
2021x} =12y} + 4277,

Tehat ha egy (X,, Y,.2,) szamharmas megoldasa az adott egyenletnek, akkor az (%"y—;%")

szdmharmas is megoldasa az egyenletnek. Analég mddon belathatd, hogy ekkor barmely k

természetes szam esetén az (;—35—3;—2) szamharmas is megoldasa az adott egyenletnek. Mivel

csakis egesz szamokrdl van sz, ezert az egyetlen olyen szamharmas, amely kielégiti az adott
feltételeket csak a (0,0,0).



3. Adott az ABCDtrapéz. A trapéz alapjaira Kiviilrél egy-egy téglalapot rajzolunk,
amelyek egybevagodak, a trapéz szaraira pedig szintén Kiviilrol négyzetet rajzolunk.
Bizonyitsd be, hogy ezeknek a téglalapoknak és négyzeteknek a kdzéppontjai egy Ujabb
négyzetet hatdroznak meg.

Megoldés: Legyenek F és H a négyzetek cslcsai, G atrapéz alatti | pedig a trapéz feletti
téglalap cstcsa. Konnyen belathato, hogy az F kdzéppontu 90°-os elforgatas a G pontot az
| pontra képezi le, akarcsak az, hogy a H kdzéppontl 90°-os elforgatds az |1 pontot a G
pontra képezi le. Tehat az FGHI négyszogben IF =FG, GH =HI , valamintaz F és G
csucsoknal 1évo szogek derékszogliek. Ez a konfiguracid csak akkor 1étezhet, ha FGHI
négyzet.

4. Adott az X ={1,2,..,n} halmaz. Legyen F={A,A,,.., A} olyan halmaz, amelyre
minden i=12,..,m eseten A c X, valamint minden 1<i< j<m esetén A NA <2.
Hatarozd meg az m legnagyobb lehetséges értékét!

Megoldas: Az F halmaz tartalmazhatja az X halmaz 6sszes legfeljebb 3 elemi

1 2

az m értékére. Ezt ugy fogjuk megtenni, hogy bebizonyitjuk, hogy ha F egy maximalis
elemszamu halmazrendszer, akkor nem tartalmazhat négy- vagy attél tébbelemii halmazt.
Tegyiik fel az ellenkezdjét, hogy F -ben van egy legalabb négyelemi halmaz. Ekkor ezt a
halmazt kicserélhetjiik az ¢ 6sszes haromelemii részhalmazara. Ezek a halmazok biztosan
nem szerepelnek F -ben, mert killonben létezett volna F -ben haromelemii metszet. igy
viszont ellentmondéshoz jutottunk azzal a ténnyel, hogy F egy maximalis elemszamd
halmazrendszer.

n n n n
részhalmazat, azaz m> (Oj +( ]+( J+[3j . Mutassuk meg, hogy ez egyben fels6 korlat is



