XXIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2024. december 8.

11. évfolyam

1. Melyek azok az a, b, ¢ természetes szamok, amelyekre 2024 =(a+b)-(2b+c)-(a+c).

2. Hatarozd meg mindazon m valds szdmot, amelyre az
3 2
x> =12x° +mx—-60=0

egyenlet megoldasai egy derékszogii haromszog oldalainak mérészamai!

3. Legyenek A és B pontok egy kdrvonal pontjai, P és Q pedig olyan pontok, amelyekre
az AP és BQ a kor érintéi, mikozben AP = BQ, és a PQ egyenes nem parhuzamos az AB

egyenessel. lgazold, hogy az AB egyenes felezi a PQ szakaszt!

4. Oldd meg a val6s szamok halamazan: sin® x+sin® 2x +sin®3x+sin’ 4x = 2.

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XXI1. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 11. évfolyam

1. Melyek azok az a, b, ¢ természetes szamok, amelyekre 2024 = (a+b)- (20 +c)-(a+c).

Megoldas. Kezdéhelyzetben felbontjuk a 2024-et primtényezékre, 2024 =2°-11.-23, akkor

a+b=4
a lehetséges felbontasra 2b+c =22 amegoldas: a=3, b=1 c¢=20.
c+a=23
a+b=22
Egy masik lehetseges felbontas: 2b+c =4 ahonnan: a=21, b=1 c=2.
c+a=23

A tobbi felbontas nem vezet eredményhez.
2. Hatarozd meg mindazon m val6s szamot, amelyre az
x} —12x* +mx—-60=0
egyenlet megoldasai egy derékszogii haromszog oldalainak mérészamai!

Megoldas. Jel6ljuk az egyenlet megoldasait a, b, ¢ —vel, amelyek a derékszogii haromszog
oldalainak mérészamai, és ¢® =a’ +b?>.
a+b+c=12

A Viéte-szabaly szerint
ab+bc+ca=m

Tehat 2c? =a® +b? +c? =(a+b+c)* —2-(ab+bc +ca)=144 — 2m,

vagyis 2c> =144—-2m = m=72-c’.

Mivel 0=c®—12¢? +mc—60=c® —12¢% +(72—c?)-c—60 = —12c? + 72c — 60,

azaz ¢ -6c+5=0 = c=1 vagy c=5.

| eset: c=1, akkor a+b=11, ez pedig ellentmondashoz vezet, mert azt kapjuk, hogy a
haromszdg egyik befog6ja nagyobb, mint az atfogdja.

Il eset: c=5 = a =3, b=4 megoldast kapjuk.

Az m értéke tehat 47.

3. Legyenek A és B pontok egy korvonal pontjai, P és Q pedig olyan pontok, amelyekre
az AP és BQ a kor érintéi, mikozben AP = BQ, és a PQ egyenes nem parhuzamos az AB

egyenessel. lgazold, hogy az AB egyenes felezi a PQ szakaszt!

Megoldés. Legyenek az M és N pontok az AB illetve PQ szakaszok felez6pontjai.
AP = QB

Az adatok alapjan < OA = OB = OAPA =z OBQA
OAP~/ = 0BQ« =90°



OP = 0Q
Ezért {OA=OB — OPQA ~ OABA
AOB/ = AOP/ + POB/ = BOQ/ + POB/ = POQ/

Tehat az OMN és OAP haromsz6gek hasonlok, mert az elé6zdek alapjan OM : ON = OA: OP
Es MON./ =PON/ -POM/ = AOM/ —POM./ = AOP/, tehat az OMN derékszdg, ezért
A, B és N pontok kollineérisak, vagyis a PQ szakasz N felezépontja illeszkedik az AB hdrhoz.

4. Oldd meg a val6s szamok halamazan: sin® x+sin® 2x +sin®3x+sin’ 4x = 2.

Megoldas. sin® x+sin® 2x+sin®3x+sin” 4x = 2
1-cos2x 1-cos4x 1-cos6x 1-—cos8x
+ + + =
2 2 2 2

1 —C0S2X —C0S4X —c0sbx —cos8x
= —-4+ + + + =
2 2 2 2 2

= C0S2X+ C0S4X+ Ccos6x +c0s8x =0
= 2C0S5X-Cc0s3x + 2c0s5xcosx =0

= €0s5X-(cos3x+cosx) =0

= C0S5x-c0s2x-cosx=0

= c0s5x=0 v c0s2x=0 v cosx=0.
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Tehat a megoldasok x e £+k—”, r .z Z+n7z|kez, meZ, neZ;.
10 5 4 2 2



