XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

0. évfolyam

1. 2020 ember all egy sorban egymas mellett. Mindenki kézulik vagy hazug
(aki mindig hazudik), vagy lovag (aki mindig igazat mond). Mindegyik
ember ezt allitotta: ,,A bal oldalamon tébb hazug van, mint amennyi lovag
van a jobb oldalamon.” Hany hazug van ebben a sorban?

2. Melyek azok az n és k pozitiv egész szamok, amelyekre n-k =10-|n—k|?

3. Az ABCD derékszogii trapézban az AB oldal parhuzamos a DC-vel,
a=90°, f=60° az M pedig a BC oldal felezépontja. Tudjuk, hogy a DC
oldal hossza egyenlé a BC oldal felével.

a) Hany fokos szoget zar be az AC és a DM szakasz?

b) Szamitsd ki a DMC haromszdg és az ABCD trapéz terileteinek aranyat!

4. A 2019 szam olyan, hogy ha szamjegyeit megkettézve irjuk le, akkor a
kapott 22001199 szdmban barmely szomszédos harom szamjegyet is
olvassuk egybe, nem kapunk 3-mal oszthat6 szamot. Hany ilyen
tulajdonsagu négyjegyii szam létezik?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XVIIl. FEKETE MIHALY EM LEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 9. evfolyam

1. 2020 ember all egy sorban egymas mellett. Mindenki kozulik vagy hazug (aki mindig
hazudik), vagy lovag, (aki mindig igazat mond). Mindegyik ember ezt allitotta: ,,A bal
oldalamon t6bb hazug van, mint amennyi lovag van a jobb oldalamon.” Hany hazug
van ebben a sorban?

Megoldas: Nem lehet mindenki hazug, mert akkor a jobb szélsé ember baljan 2019 hazug
lenne, jobbjan pedig 0 lovag, és igy igazat mondana, mikdzben ¢ hazug.

Nem lehet mindenki lovag sem, mert akkor mindegyik hazudna.

Belathatjuk azt is, hogy egy lovag jobbjan nem éallhat hazug. Ugyanis mindkettejik baljan
ugyanannyi hazug all, és jobbjukon pedig ugyanannyi lovag, igy ha ugyanazt a Kijelentést
teszik, ugyanaz kellene hogy legyen a logikai értéke is, ami lehetetlen, mert 6k kiilonb6z6
,kasztba” tartoznak. Ezek alapjan egy lovag jobbjan csak lovagok lehetnek, egy hazug baljan
pedig csak hazugok, igy a két tarsasag teljesen elkulonil egymastol.

Szamozzuk meg a helyeket balrol. A hazugok legfeljebb az 1010. helyen allhatnak, mert
ekkor minden hazugnak legfeljebb 1009 hazug lesz balra és legalabb 1010 lovag jobbra,
vagyis hazudni fog. Ha az 1011. helyen allna egy hazug, mar igazat mondana. Hasonléan a
lovagok legalabb az 1011. helyen kell, hogy alljanak ahhoz, hogy igaz legyen a kijelentésik.
Vagyis fele-fele aranyban vannak lovagok és hazugok, azaz 1010 hazug van a sorban.

2. Melyek azok az n és k pozitiv egész szamok, amelyekre n-k :10-|n— k| ?

Megoldas: Az egyenlet szimmetriaja miatt ha (n;k) megoldasa az egyenletnek, akkor (k;n)

is. Igy feltehetjilk, hogy n>k . Ekkor az egyenlet n-k :10-(n—k) alakban irhato, ahonnan

10k .- . . L . . . .
n= T adodik. Mivel n és k pozitiv egész, ezért a nevezd is pozitiv, azazk >0 és k <10.

A lehetséges értékeket végigprobalgatva azt kapjuk, hogy n a k 6{5, 6,8, 9} szamokra ad

egeszet, mégpedig rendre n=10, n=15, n=40 és n=90 szamokat kapjuk. A szimmetria
figyelembe vételével 6sszesen 8 megoldas van, ezek pedig:

(5:10), (6;15), (8;40), (9;90), (90;9), (40;8), (15;6), (10;5).

3. Az ABCD derékszogii trapézban az AB oldal parhuzamos a DC-vel, ¢ =90°, £ =60°,
az M pedig a BC oldal felezopontja. Tudjuk, hogy a DC oldal hossza egyenlé a BC oldal
felével.

a) Hany fokos szoget zar be az AC és a DM szakasz?

b) Szamitsd ki a DMC haromszog és az ABCD trapéz terlleteinek aranyat!
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Megoldés: a) Az ABC és a BCD szogek kiegészitd szogek, igy a DCM szdg 120°-0s. A
feltételek szerint a DMC haromszog egyenlGszart, ezért alapon fekvé szogei, az MDC szdg
és a CMD sz6g egyforman 30°-osak. Bocsassunk merdlegest a C csticsbol az AB oldalra, és a
keletkezé metszéspontot az AB oldalon nevezziik E pontnak. Az EBC haromszog derékszogl
és az EBC szog 60°-0s, igy a masik hegyesszoge, az ECB szdog 30°-0s. Ezen
haromszdgeknek ismert az a tulajdonsdga, hogy BC =2EB. Tovabba, az AB és a CD a
feltételek szerint parhuzamosak, az AD és EC ugyanarra az AB oldalra mer6legesek, azaz
egymassal parhuzamosak, igy az AECD négyszdg téglalap, szemkozti oldalai ezért egyenlok.
igy EB=BC:2=CM =CD = AE. Ebbdl kovetkezik, hogy AB=BC, és mivel a két oldal
60°-0s szOget zar be, igy ABC haromszog szabalyos, tehat a BCA sz6ge 60°-0s. Az AC
felezi az MCD 120°-0s szoget, igy merdleges az MCD egyenlé szaru haromszog alapjara,
tehat MD és AC 90°-0s szOget zarnak be egymassal.

b) Az &bra alapjan:

DC-m DC-m
Toumc _ 2 _ 2 _ DC-m _ DC-m :1.
Tagco ABLCD.CE (2AE+AE)'CE 3AE-2m 6DC-m 6
2 2

4. A 2019 szam olyan, hogy ha sziamjegyeit megkettéozve irjuk le, akkor a kapott
22001199 szamban barmely szomszédos harom szamjegyet is olvassuk egybe, nem
kapunk 3-mal oszthaté szamot. Hany ilyen tulajdonsagu négyjegyii szam létezik?

Megoldas: Elegend6 a 3-as szam osztasi maradékainak osztalyait figyelni, ezeket jeldljik O,
1, 2mébdon, azaz 0 = {0,3,6,9}, 1= {14,7}, 2 = {2,5,8}. Ha a négyjegyli szamban két azonos
maradékosztalybeli szam van egymas mellett, azokbol a kettézés utan négy azonos szamjegy
lesz egymas mellett, amelyekb6l harmat Gsszeolvasva 3-mal oszthatd szamot kapunk.
Probalgatassal (példaul az dsszes eset kiprobaldsa utan) megallapithatjuk, hogy ha kiilonb6z6
maradékosztalyba esé szadmokat irunk egymas mellé, akkor az a négyjegyli szam megfelel a
feltételeknek. Ezeket kell sszeszamolnunk. A kovetkez6 lehetéségek vannak:

1)0101; 2)0102; 3)0120:; 4)0121;
5)0201; 6)0202; 7)0210; 8)0212;
9)1010:; 10)1012; 11)1020; 12)1021;
13)1201; 14)1202; 15)1210; 16)1212;
17)2010; 18)2012; 19)2020; 20)2021
21)2101; 22)2102; 23)2120:; 24)2121.

Az 1 és a 2 maradékosztaly 3 elemi, igy ott harmas szorzoval kell szdmolni. A 0
maradékosztaly az elsd helyen 3, a tobbi helyen 4 lehetdséget kinal. Ezek szerint a
lehetdségek szdma a megszdmozott esetekben igy alakul:
Amikor a masodik, harmadik és negyedik helyen nem tartalmaz 0-t:
3-3-3-3 =281 lehetdség a kovetkezd esetekben: 4, 8, 16, 24;
Amikor két 0-t tartalmaz, egyiket sem az els6 helyen:
4.4.3-3=144 lehetéség a kovetkezd esetekben: 9, 11, 17, 19;
A tobbi esetben:
4-3-3-3=108 lehetdség a kovetkezd esetekben:
1,2,3,5 6,7, 10, 12, 13, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 23,
Azaz az Gsszes esetek szama: 4-81+16-108+4-144 = 2628.



