XIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2015. december 5.

10. évfolyam

1. Oldd meg a valés szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
X =yt =2(x+y),
X4y =5x-y).

2. Van-e olyan szamrendszer, amelyben az 572 alaka szam oszthaté a 275 alaku
szammal?

3. Az ABCD paralelogramma AB oldalanak A -hoz kozelebbi harmadolé pontja H,
a BC oldalanak felezopontja F és DA oldalanak A -hoz legkiozelebb levo negyedel
pontja G . Bizonyitsd be, hogy FG, CH és DB egyenesek egy ponton mennek at!

4. Hany olyan konvex (domborii) sokszog van amelynek harom egymast koveto
csucsa A(5;0), B(5;5) és C(0;5) koordinataju pont, a tobbi csicsanak koordinatai
pedig szintén nem negativ egész szamok?

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

Jo munkat!



MEGOLDASOK - 10. évfolyam

1. Oldd meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
X =yt =2(x+y),
X +y =5(x-y).

Megoldas: Az els6 egyenlet bal oldaldt tényezdére bontjuk, mint (x—y)(x+y)=2(x+y),
majd dtrendezéssel tényezdkre bontjuk: (x+ y)(x—y—-2)=0. (5 pont)
A szorzat nulla, ha legalabb az egyik tényezdje nulla, igy két lehetdségiink van.

I. Ha x+y=0, akkor ebbdl x-et behelyettesitve a mdsodik egyenletbe kapjuk, hogy

2y* =—10y . Atrendezéssel adédik, hogy y(y+35)=0, amelybol ¥, =0, illetve y, =-5.
Ennek megfeleléen kapjuk meg, hogy x, =0, illetve x, =5. (10 pont)
II. Ha x—y—2=0, akkor ebbdl x-et behelyettesitve a masodik egyenletbe kapjuk, hogy
2y’ +4y—-6=0, amelybdl y, =1, illetve y, =-3. Ennek megfelelden kapjuk meg, hogy
x, =3, illetve x, =—1. Az egyenletrendszer megolddshalmaza: (10 pont)

M ={(0:0).(5:-5).(3:1) (~1:-3)}.

2. Van-e olyan szamrendszer, amelyben az 572 alakd szam oszthaté a 275 alaka
szammal?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy van ilyen szamrendszer, s ennek x alapszdma 1-nél nagyobb
egész szam. Az oszthatosidg pontosan akkor teljesiil, ha az osztand6 és oszté hanyadosa

egész szam, azaz ha (5 pont)
2 S5x+2)(x+1 2(2x+5)+x-8 -

5x2+7x+2:( X )(x ):5x+2: ( X ) X _oy x—38 ‘ (10 pont)

2x°+7x+5 (2x+5)(x+1) 2x+5 2x+5 2x+5

Vizsgaljuk most meg az 5 <1 egyenldséget. Mivel 2x+5>0, ezért x—8<2x+5,

azaz x >—13, igy az egyenl6tlenség minden 1-nél nagyobb egész szdm esetén teljesiil.
A tortrész csak akkor nulla, ha a szamlalé nulla, azaz ha x=8. (10 pont)
Ebbdl kovetkezik, hogy az oszthatésag csak a 8-as szaimrendszerben teljesiil.

3. Az ABCD paralelogramma AB oldalanak A -hoz kozelebbi harmadolé pontja H,
a BC oldalanak felezopontja F és DA oldalanak A -hoz legkiozelebb levo negyedel
pontja G . Bizonyitsd be, hogy FG, CH és DB egyenesek egy ponton mennek at!

Megoldas: Megmutatjuk, hogy GF €és CH ugyanabban a pontban metszik a DB atlot.
Jelolje P a CH és DB metszéspontjit, Q pedig a GF és DB metszéspontjat.

A HBP és a CDP haromszogek hasonlok, mert a szogeik egyenl6k. A hasonldsdg miatt
BP:PD=BH :DC=2:3.

A FQB és a GOD hiromszogek hasonlok, mert a szdgeik
egyenlok. A hasonlésdg miatt BQ: QD =BF : DG =2:3.

Azt kapjuk, hogy BP:PD=2:3=BQ:0D, ez csak akkor
lehetséges ha P és Q egybeesik. Tehdt FG, CH és DB egy
ponton mennek At. (25 pont)




4. Hany olyan konvex (domborii) sokszog van amelynek harom egymast koveto
csucsa A(5;0), B(5;5) és C(0;5) koordinataju pont, a tobbi csicsanak koordinatai
pedig szintén nem negativ egész szamok?

Megoldas: Haromszog 1 van. (5 pont)
Négyszog negyedik csticsa olyan rdcspont lehet, amely az ACO hiromszog belsejében
vagy az AO illetve CO oldalon van. Az ilyen pontok szdma 15, igy ennyi négyszdg van.
Otszognél a negyedik D cstics helyét rogzitsiik elészor, az otodik cstics lehetséges
helyzeteinek szdmdt D helyének megfeleléen racspontra irjuk. Példaul, D(3,1) pont utdn
csak a E(4,0) ponttal kapunk konvex 6tszoget, ezért E -hez 1-et {runk. (5 pont)

Osszesen 10+8+4+6+4+2+4+3+2+1=44 6tszog lehetséges. (5 pont)

B

Hasonlé médon szdmolhatjuk 6ssze a hatszogeket, amelyekbdl 8 +5+2+1=16 van.
(5 pont)

B

Hétszog pedig csak 1 van.

Tobb cstcsu sokszog nem lehetséges, mert akkor az A, B és C cstcsokon kiviil legaldbb
5 cstcsbol vagy legaldbb 2-nek megegyezik az els6é vagy mdasodik koordindtdja és igy a
sokszdg konkdv vagy hdrom csics egy egyenesre esik.

Igy az Gsszes lehetséges sokszog szdma: 1+15+44+16+1=77. (5 pont)



