XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

12. évfolyam

1. Hanyféleképpen allithatjuk elé a 10-es szamot az 1, 2, 3 és 4 szamok
0sszegekeént, ha szamit az 6sszeadandok sorrendje? (Példaul a 3-as szamot
négyféleképp allithatjuk el6: 3=1+1+1=1+2=2+1=3.)

2. Hatarozd meg az dsszes olyan f:R —> R flggvényt, amely kielégiti a

kovetkezo6 fiiggvényegyenletet:
f(x+2y)—f(x—y)=3y(2x+Y).

3. A konvex ABCD négyszog atloi a P pontban metszik egymast és negy
haromszogre bontjak a négyszbget. Bizonyitsd be, hogy ezen
haromszdgeknek a sulypontjai egy paralelogrammat hataroznak meg!

4. 0Ildd meg a 2-3"=5" +1 egyenletet a termeszetes szamok halmazéaban!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI — 12. évfolyam

1. Hanyféleképpen allithatjuk el6é a 10-es szamot az 1, 2, 3 és 4 szamok dsszegeként, ha
szamit az 6sszeadandok sorrendje? (Példaul a 3-as szamot négyféleképp allithatjuk elo:
3=1+1+1=1+2=2+1=3))

Megoldas: Jeldljik f,-nel azt, hogy az n szamot hanyféleképp irhatjuk fel az 1,2,3 és 4
szamok 0sszegeként. Ebben az dsszegben az elsé 6sszeadandd négyféle lehet: 1, 2, 3, 4. Ha
az els6 6sszeadandod i, ie {l, 2,3,4}, a maradék n—i Gsszeget f, _,-féleképp allithatjuk eld.
Tehat f,=f ,+f ,+f ,+f _,. Konnyen belathato, hogy f, =1, f,=2, f, =4 valamint
f,=8 (4=1+1+1+1=1+1+2=1+2+1=2+1+1=2+2=1+3=3+1=4).  Innen pedig egyszerii
szamolassal adodik, hogy f.= 1+2+4+8=15, f,= 2+4+8+15=29, f, = 4+8+15+29=56,
fy = 8+15+29+56=108, f, = 15+29+56+108=208 és vegezetil f, = 29+56+108+208=401.

2. Hatarozd meg az 0sszes olyan f:R —> R fiiggvényt, amely kielégiti a kovetkezo

flggvényegyenletet:
f(x+2y)—f(x=y)=3y(2x+Y).

Megoldas: Az x:y:% helyettesitéssel az f(z)— f(0)=z*> eredményhez jutunk,

ahonnan f(x)=x*+c az egyediili lehetséges megoldas. Egyszerti visszahelyettesitéssel
adodik, hogy ez a flggvénycsalad valéban megoldas.

3. A konvex ABCD négyszdg atloi a P pontban metszik egymast és négy haromszogre
bontjdk a négyszbget. Bizonyitsd be, hogy ezen haromszdgeknek a sulypontjai egy
paralelogrammat hataroznak meg!

Megoldas: Legyenek T, T, T, és T, pontok, rendre, az ABP,BCP,CDP és DAP
haromszogek sulypontjai, az S,,S,,S; és S, pontok pedig, rendre, az AB,BC,CD és DA
oldalak felezépontjai. Konnyen belathatd, hogy az S;S,S,S, négyszog paralelogramma:
Mivel az S;S, az ABC haromszog kozépvonala, ezért parhuzamos az AC atloval. Ugyanigy
az S,S, isaz ACD haromszog kdzépvonala, tehat 6 is parhuzamos az AC atloval. Vagyis az
S,S,S,;S, négyszog két szemkoztes oldala parhuzamos egymassal. Hasonloan belathato a

masik két szemkoztes oldal parhuzamossaga is, amibdl kovetkezik, hogy az S,S,S.S,
négyszdg valdban paralelogramma. Tekintsik most a P kozépponttl és 3 egyltthatoju

homotéciat. Mivel a stlypont a sulyvonalat 2:1 ardnyban osztja, igy ez a homotécia az S,
pontot pontosan a T, pontra, ie{1,2,3,4}, képezi le, amibdl kovetkezik, hogy a T,T,T,T,
négyszdg is paralelogramma.



4. 0Oldd meg a 2-3* =5" +1 egyenletet a természetes szamok halmazdban!

Megoldéas: Nyilvanvalo, hogy az (x,y)=(L1) megoldasa az egyenletnek. Bebizonyitjuk,
hogy nem létezik mas megoldas. Tegyik fel, hogy x>2. Ekkor az egyenlet bal oldala
oszthatd 9-cel. Mivel az 5 hatvanyainak 9-cel valdé osztdsi maradékai hatos ciklusban
ismétlédnek: 5,7,8,4,2,1, és ebben a ciklusban a 8-as a harmadik szam, megallapithatjuk,

hogy y =6k +3 alaki. igy az egyenlet jobb oldala felirhat: 5 +1=5%"+1= (5"’)k 5% +1.

Mivel a kis Fermat-tétel miatt 5° 7-es modulus szerint 1-gyel egyenlé, igy az egész jobb

oldal 7-es modulus szerint 5° +1=125+1=126-tal egyenld, azaz oszthat6 7-tel. Mivel a bal
oldal biztosan nem oszthaté 7-tel, igy belathatd, hogy az egyenletnek nincs mas megoldasa.



