XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2019. december 8.

11. évfolyam

1. Igazold, hogy az egyenld oldalu haromszogben egy tetszoleges belso pont
tavolsagainak osszege az oldalaktdl allando! Ha a haromszég oldala a,
akkor fejezd ki ezt az 6sszeget a fuggvényeben!

2. Az ABC haromszbg A cstcsabol indulé szogfelezéje a haromszog koré
irhato korét E pontban metszi. A kor E pontbeli érintéje az AC egyenest
D pontban metszi, az AB egyenest pedig F pontban. Bizonyitsd be, hogy
ekkor teljestil a BE-(AD+AF)=AE-FD egyenléség!

3. Oldd meg az egyenletet a valds szamok halmazan:
21+20056x +165in23x -9

4. A 2019 szam olyan, hogy ha szimjegyeit megkettozve irjuk le, akkor a
kapott 22001199 szdmban barmely szomszédos harom szadmjegyet is
olvassuk egybe, nem kapunk 3-mal oszthatd szamot. Hany ilyen
tulajdonsagu négyjegyii szam létezik?

A feladatok kidolgozésara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 11. évfolyam

1. lgazold, hogy az egyenlé oldala haromszogben egy tetszoleges belsé pont
tavolsagainak 0sszege az oldalaktdl alland6. Ha a haromszog oldala a, akkor fejezd ki

ezt az dsszeget a flggvényében.

Megoldas: Legyen M pont az ABC
egyenl6  oldalt  haromszég  belsd
tartomanyaban 1évé pont, és legyenek
X, Y,z rendre az M pont tavolsaga a
BC, CA, AB oldalaktdl.

Legyen h az ABC egyenld oldala
haromsz0g magassaga, és legyenek T,q.,
Tavc s Tave: Tagw Fendre az ABC, BCM,
AMC, ABM haromszogek terlletei.

Ekkor A
T =T +T 0, +T

ABC BCM CAM ABM !

vagyis -2 X, 2y a2
i 2 2 2 2

a3
L3

=%(x+ y+12),ezért x+y+z=h=

2. Az ABC haromszég A csucsabol indulo szogfelezéje a haromszog koré irhaté korét
E pontban metszi. A kér E pontbeli érintéje az AC egyenest D pontban metszi, az
AB egyenest pedig F pontban. Bizonyitsd be, hogy ekkor teljesil a

BE-(AD+ AF ) = AE - FD egyenléség!

Megoldas: Az AEDZ érint6 szart sz0g és az ABE £ kerileti sz6g azonos ivekhez tartoznak,

ezert egybevagoak, AED/ =~ ABE/ = ﬂ+% , tehat AED és ABE haromszdgek hasonloak,

ED AD
mert két belsd szogiik egybevagd. Ezért megfeleld oldalaik ardnya egyenld BE = AE azaz
ED = AD-BE .
AE

FE AF
A szogfelezd tételbdl —=——,
ED AD

AF -ED /

AD
Mivel FD=FE +ED, ezért az '}/
(B)_

elébbiek alapjan B o

p_ AF-ED AD-BE /
\‘\ ::'_J\f

ahonnan FE =

R

AD AE
Osszuk el ezt BE -vel:

FD AF-ED AD 3
= + . /
BE AD-BE AE




FD_AF-AD+AD
BE AD-AE AE

FD_AF+AD tenat BE-(AD+ AF)= AE-FD.

A haromszdgek hasonldsagabol

Egyszertisités utan

3. Oldd meg az egyenletet a valés szamok halmazan: 24298 416573 =g

1-cos6x 220056x 4

Megoldas: Mivel sin®3x ==————= | az adott egyenlet ekvivalens 2- + o =9
2 2 CosbXx

t = 2%°°%* helyettesitéssel kapjuk, hogy
2P -9t+4=0,

amely egyenlet megoldasai t =4, tZ:%. Visszahelyettesitve kapjuk, hogy az eredeti

egyenlet megoldasai : X, :%ﬁ , X =J_r%+

4. A 2019 szam olyan, hogy ha sziamjegyeit megkettézve irjuk le, akkor a kapott
22001199 szamban barmely szomszédos harom szamjegyet is olvassuk egybe, nem
kapunk 3-mal oszthatd szamot. Hany ilyen tulajdonsagu négyjegyii szam létezik?

Megoldas: Elegend6 a 3-as szam osztasi maradékainak osztalyait figyelni, ezeket jeldljik O,
1, 2madon, azaz 0 ={0,3,6,9}, 1 = {1,4,7}, 2 = {2,58}. Ha a négyjegyii szamban két azonos
maradékosztalybeli szam van egymas mellett, azokbdl a kettdz€s utan négy azonos szamjegy
lesz egymas mellett, amelyekb6l harmat Gsszeolvasva 3-mal oszthatd szamot kapunk.
Probalgatassal (példaul az sszes eset kiprobalasa utan) megallapithatjuk, hogy ha kiilonb6z6
maradékosztalyba es6 szamokat irunk egymas mellé, akkor az a négyjegyli szam megfelel a
feltételeknek. Ezeket kell 6sszeszamolnunk. A kdvetkezo lehetéségek vannak:

1)0101; 2)0102; 3)0120:; 4)0121;
5)0201; 6)0202; 7)0210; 8)0212;
9)1010:; 10)1012; 11)1020; 12)1021;
13)1201; 14)1202; 15)1210; 16)1212;
17)2010; 18)2012; 19)2020; 20)2021
21)2101; 22)2102; 23)2120:; 24)2121.

Az 1 és a 2 maradékosztaly 3 elemi, igy ott harmas szorzoval kell szdmolni. A 0
maradékosztily az elsd helyen 3, a tobbi helyen 4 lehetdséget kinal. Ezek szerint a
lehetdségek szama a megszadmozott esetekben igy alakul:
Amikor a masodik, harmadik és negyedik helyen nem tartalmaz O-t:
3-3-3-3=81 lehetdség a kovetkezd esetekben: 4, 8, 16, 24;
Amikor két 0-t tartalmaz, egyiket sem az els6 helyen:
4.4.3-3=144 lehetéség a kovetkezd esetekben: 9, 11, 17, 19;
A tobbi esetben:
4.3-3-3=108 lehetdség a kovetkezd esetekben:
1,2,3,5,6,7, 10, 12, 13, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 23,
Azaz az Gsszes esetek szama: 4-81+16-108+4-144 = 2628.



