XXIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2024. december 8.

10. évfolyam

1. Létezik-e olyan négyzet, melynek terilete felirhaté 9p+1 alakban, ahol p primszam
és a négyzet oldala egész szam?

2. Adott az x* +mx+n=0 masodfok( egyenlet. Hatarozd meg az m és n paraméterek
mindazon értékét, melyre tejestl, hogy a gyokok négyzetdsszege 2024° valamint,
Im—n|=2024. Hany darab masodfoku egyenletet irhatunk fel a kapott paraméterek

segitsegével?

3. Hany olyan Kilencjegyii szam létezik, melyre teljesiil, hogy szamjegyei kozoOtt
pontosan négy darab O talalhatd, az 6sszes tobbi szamjegyét pedig egymastél Kiilonb6zo
szamjegyek alkotjak, valamint igaz, hogy az egyesek és a szazasok helyén primszam all?

4. Legyen az ABC derékszogi haromszog (C«£=90°) atfog6jahoz tartozd
magassaganak talppontja a T pont. Mutasd meg, hogy az ABC, BCT és ACT
haromszogekbe irhato korok sugarainak 6sszege megegyezik a CT magassaggal!

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XXI1. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 10. évfolyam

1. Létezik-e olyan négyzet, melynek terulete felirhatdo 9p+1 alakban, ahol p primszam
és a négyzet oldala egész szam?

Megoldas. Jel6ljik a négyzet oldalat a-val, ekkor teriilete felirhatd, mint a®.
A feladat szdvege alapjan felallithatjuk a kdvetkezd egyenletet: a*> =9p+1

Atrendezve az egyenletet: a® -1=9p
(a—1)(a+1)=9p diophantoszi egyenlethez jutunk.

Az egyenldség bal oldalan két tényezd szorzata all, a jobb oldali kifejezésbdl pedig az alabbi
kéttényezds szorzatokat képezhetjiikk: 1-9p, 9p-1, 3-3p, 3p-3, 9-p, p-9.
Ez alapjan 8 esetuink van:

. (a-1)(a+1)=1-9p, ahonnan a—-1=1és a+1=9p,tehdt a=2 és 3=9p, azaz

p:%, ami ellentmondas, hiszen p prim.

1. (a-1)(a+1)=9p-1, ahonnan a+1=1, vagyis a=0, ami nem lehetséges mivel a
négyzet oldala nem lehet 0.

Q
+

1)=3p-3, ahonnan pzé és a=2, de ekkor p nem prim.

a+1)=9-p, ahonnan a=10 és p =11, ami egy helyes megoldas.
VI. (a—l) a+1)=p-9, ahonnan p=7 és a=8, ami szintén egy helyes megoldas.

A fenti esetekbdl kovetkezik, hogy két olyan négyzet létezik, ami teljesiti a fenti feltételeket,
mégpedig egy 8 egység hosszu valamint egy 10 egység hosszl négyzet.

2. Adott az x* +mx+n=0 masodfok( egyenlet. Hatarozd meg az m és n paraméterek
mindazon értékét, melyre tejestl, hogy a gyokok négyzetdsszege 2024° valamint,
Im—n|=2024. Hany darab masodfoku egyenletet irhatunk fel a kapott paraméterek

segitsegével?

Megoldas. A gyokok négyzetdsszegét felirhatjuk a kovetkezd formaban: X + X2, ami alapjan
a kovetkezd egyenlethez jutunk: X} +XZ = 2024°
Viete képletek segitségével felirhatd a gyokok négyzetdsszege, miszerint:
2 2
X2+ %2 = (% +%,) —2%X, = (_—bj 28 (?J —~ 2% =m?—2n 0Gsszefliggést kapjuk, mely
a a
alapjan: m? —2n=20242.
Meg kell jegyezniink, hogy ez az 6sszefuggés nem csak a Viete képletek segitségével kaphato
meg, hanem a megoldoképlet segitségével felirt gyok négyzetosszegébdl is.
Tehat adott az m* —2n =2024> és |m—n| = 2024 kétismeretlenes egyenletrendszer.



Az els6 egyenletet atrendezhetjiik:
m® —2024% =2n
(m—2024)(m+2024) =2n
A masodik egyenletbdl két eset irhat6 fel:
l. m—n=-2024, azaz n=2024+m, ha m—n<0,azaz és m<n
. m—n=2024, azaz n=m-2024, ha, m—n>0azaz m>n

Az eldbb kapott dsszefliggést most behelettesithetjiik az els6 egyenletbe:
l. (m—2024)(m+2024) =2(2024+m)

(m—2024)(m+2024)—-2(m+2024)=0
(m+2024)(m-2024—2)=0, ahonnan

m, =—-2024 és m, = 2026, melyekre

n=0 és n, = 4050
Mindkét megoldaspart elfogadhatjuk, hiszen teljesul, hogy m<n.

I (m—2024)(m+2024) =2(m—2024)

(m—2024)(m+2024)—-2(m-2024)=0
(m—2024)(m+2024—-2)=0, amibdl kdvetkezik, hogy
m, = 2024 és m, = 2022, melyekre
n,=0 és n,=-2

Itt is mindkét megoldaspart elfogadhatjuk, hiszen teljesil, hogy m>n.
Mindent 0sszegezve 4 kiillonboz6 masodfoka egyenletet hatdrozhatunk meg ezek a feltételek
alapjan, mégpedig:
x* —2024x=0
X? +2026x +4050 =0
x? +2024x =0
x* +2022x—2=0

3. Hany olyan Kkilencjegyii szam létezik, melyre teljesiil, hogy szamjegyei kozott
pontosan négy darab O talalhato, az Gsszes tobbi szamjegyét pedig egymastél Kiilonb6zo
szamjegyek alkotjak, valamint igaz, hogy az egyesek és a szazasok helyén primszam all?

Megoldas. Kezdjuk a fix poziciok vizsgalataval.

P P
Az egyesek helyére a 2,3,5,7 azaz 4 kiilonb6z6 szamjegybdl valaszthatunk, a szazasok

helyere pedig 3 kilonboz6 primet valaszthatunk, hiszen egyet mar elhasznaltunk a négybol
az egyesek helyére. Ez eddig 0sszesen 4-3=12 esetet jelent.
Most vizsgaljuk meg hanyfélekeppen helyezhetjiik el a négy darab 0-at.



Nem Kerllhet a 0 szamjegy azokra a poziciokra, ahol biztosan primszamok szerepelnek,
valamint nem kezd6dhet 0-val, hiszen akkor nem lenne Kilencjegyli a szamjegy. Ezek
alapjan a 0 szamjegy 6 kiilonboz6 helyre keriilhet, azaz 6 poziciobol 4-et kell

6 I .
kivélasztanunk, ami pontosan (4) = % = % =15 lehetséges esetet jelent.
Véqil vizsgaljuk meg, hogy hanyféleképpen helezhetjik el a fennmaradd szabad poziciokra

a megmaradt 7 kiilonb6z6 szamjegyet.

0 000 p p
Lathatjuk, hogy 3 darab iiresen maradt helyiértékiink van, melyre a megmaradt 7 kiilonb6z6
szamjegyet 7-6-5=210 féleképpen tudjuk elhelyezni.
Figyelembe véve az dsszes feltételt 12-15-210=37800 kiilonb6zé kilencjegyli szamjegyet
tudunk alkotni.

4. Legyen az ABC derékszogi haromszog (C«£=90°) atfogojahoz tartozd
magassaganak talppontja a T pont. Mutasd meg, hogy az ABC, BCT és ACT
haromszogekbe irhato korok sugarainak 0sszege megegyezik a CT magassaggal!

Megoldas. El6szor is készitsiink egy vazlatos abrat:

B
L

Be Kell latnunk, hogy I+ ry; +reer =|CT|.
A haromszog terlletét kiszamithatjuk a beirhatd kor sugara

. Al e a+b+c
és a félkerulet segitsegével. T =r-s, ahol s = ,
[}
’ . Ez alapjan a beirhatd kor sugardra érvényes a kovetkezo
ab
, — T 2 ab
Osszefliggés: r=—= = .
. s a+b+c a+b+c

C b A 2

Miel6tt elkezdenénk felirni minden haromszdg esetén a ra vonatkozo tertletet és kerlletet
vegylk €szre, hogy a magassag 2 derékszogli haromszogre osztja fel az eredeti haromszoget,
s ezek a hdromszogek hasonléak egymassal.

Az ABCa ~ ACT 4, hiszen BAC«x=TAC< valamint ACB<«=ATC<«=90" igy harmadik
szoguk és megegyezik.

Az ABCa ~BCT a, ami az el6z6h6z hasonldan belathato.

Kihasznalva a haromszdgek hasonlosagat, kifejezhetjuk a CT magassagot is a haromszog
oldalainak segitségével, valamint a beirt korok sugarai kdzott is aranyparokat irhatunk fel.

CT
Tl =2 amibsl kévetkezik, hogy ICT|= ab
b ¢ c
Mer D . b : fger _ 2 i4 a
L = = 'mely alapjan r,.; ==r valamint -2~ =— mely alapjan ry.; =—r
rc c rc ¢
Ez alapjan a beirhato korok sugardsszege:

a+b+c ab a+b+c ab . :
: = . =— ami éppen megyezik a
c

b a
r+rACT+rBCT=r+Er+Er=r . " aibrc »

vizsgalt magassaggal, igy igazoltuk az allitast.



