XX|. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2023. december 2.

6. évfolyam

1. Melyik az a legkisebb kocka, amely kitolthet6é bizonyos mennyiségii /_' //]_

a képen lathato Osszetett test segitségével? Mutass be egy megfelelé
elrendezést is!

2. Lappfoldon, a Télapé manoi iigyességi versenyt rendeztek. A dontébe jutott manok
rajtszamaira pedig teljesul, hogy

olyan négyjegyii szamok, melynek szamjegyei kiilonb6zdek, tehat nincs benniik
ismétlodés;

a rajtszam paros primmel kezdédik;

ha elhagyjuk a rajtszadm utolsé szamjegyét, akkor a szdm oszthato lesz 5-tel;

ha a rajtszam els6 szamjegyét hagyjuk el, akkor egy 3-mal oszthaté haromjegyii
szamot kapunk;

ha a rajtszam masodik szdmjegyét hagyjuk el, akkor a megmaradt haromjegyii
szam 4 -gyel lesz oszthato.

Hany mané keriilt be a dontobe?

3. Hatdrozd meg a p, g, r, s, t 100-nél Kkisebb, nem feltétleniil kiilonb6z6
primszamokat gy, hogy igaz legyen a p(q+r)(s—t)=2023 egyenléség!

4. Legyenek D és E pontok rendre az ABC hegyesszogii haromszog AC és BC
oldalainak felezépontjai, az F pont pedig az ADE és BED sziogek szogfelezéinek
metszéspontja. Bizonyitsd be: ha F pont rajta van a hdromszog AB oldaléan, akkor a

haromszogre teljesul, hogy AB =

AC +BC
—

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XXI. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 6. évfolyam

1. Melyik az a legkisebb kocka, amely kitoltheté bizonyos mennyiségii i
a képen lathatd Osszetett test segitségével? Mutass be egy megfeleldé .~
elrendezeést is!

Megoldéas. Probalgatéassal is rajohetiink, hogy egy 2x2x2-es kockat nem lehet kitdlteni
ilyen alaku testek segitségével. Ez nem véletlen, a kitolt6test egy 3 elembdl allo test, az
emlitett kocka viszont csak 8 egységkobbdl all. Mivel a 8 nem oszthatd 3-mal, igy nem
tudjuk felépiteni a képen lathat6 test segitségével a vizsgalt kockat. Fontos tehat, hogy a
kitoltend6 kockank térfogatmennyisége oszthatd legyen 3-mal. Az elsé ilyen méretii kocka a
3x3x3-as kocka, melynek térfogata 27 egysegkdb, igy 9 darab testtel tudjuk kitolteni a
vizsgalt kockat. Egy lehetséges elrendezés:

‘AL

A megoldas sokkal kdnnyebben abrazolhatd és sokkal attekinthetébb a rétegek kiilonallo

bemutatésaval:

also réteg kozépso réteg felso réteg

2. Lappfolddn, a Télapé manoi iigyességi versenyt rendeztek. A dontébe jutott manok
rajtszamaira pedig teljesul, hogy
e olyan négyjegyili szamok, melynek szamjegyei kiilonbozoek, tehat nincs benniik
ismétlodés;
e arajtszam paros primmel kezdodik;
e haelhagyjuk a rajtszam utolsé szamjegyét, akkor a szdm oszthato lesz 5-tel;
e ha a rajtszam els6 szamjegyét hagyjuk el, akkor egy 3-mal oszthaté haromjegyii
szamot kapunk;



e ha a rajtszam masodik szamjegyét hagyjuk el, akkor a megmaradt haromjegyi
szadm 4 -gyel lesz oszthato.
Hany mané Kkeriilt be a dontobe?

Megoldéas. Jeloljik a szamot abcd -vel, hiszen az elsé feltétel szerint szamjegyeiben
kiilonb6zé négyjegylt szam kell, hogy legyen. A masodik feltételbdl egyértelmiien
megallapithatd, hogy a=2, hiszen a 2 az egyetlen paros prim. A harmadik feltételbol
kovetkezik, hogy a ¢ helyén 0 vagy 5 éllhat, hiszen a 0-ra vagy 5-re végz6dé szamok
oszthatoak 5-tel. Az 6todik feltétel a 4 -gyel val6 oszthatsag, ami megkoveteli, hogy a szam
kétjegyli végzodése oszthatd legyen 4-gyel. Mivel ismerjiik az utolsé el6tti szamjegyet, igy az
utolsé két szdmjegy 00 vagy 04 vagy 08 vagy 52 vagy 56 lehetne az oszthatsagi
szabalyok alapjan, de mivel figyelembe kell venniink, hogy a szamjegyek nem
ismétlédhetnek igy csak a 04 vagy a 08 vagy az 56 allhat az utolsé két szdmjegy helyén.
Most nézzik a negyedik feltételt, ami alapjan a b+c+d 6sszeg a 3 tobbszordse kell, hogy
legyen.

l.eset: ha c=0 és d =4, akkorb+0+4=Db+4, amibdl kdvetkezik, hogy b felvehetia 2, 5
és 8 értékeket, illetve a 2-t nem, hiszen ekkor ismétlédés 1épne fel a szamjegyek kozott.
Ekkor kapjuk a 2504, 2804 rajtszdmokat.

Il. eset: ha c=0 és d =8, akkor b+0+8=Db+8, amibdl kovetkezik, hogy b felveheti az 1,
4 és 7 értékeket. Ekkor kapjuk a 2108, 2408, 2708 rajtszdmokat.

[1l. eset: ha c=5 és d =6, akkor b+5+6=Db+11, amibdl kovetkezik, hogy b felveheti az
1, 4 és 7 értékeket. EKkor kapjuk a 2156, 2456, 2756 rajtszamokat.

Ez azt jelenti, hogy 6sszesen 8 mano kertilt be a dontdbe.

3. Hatadrozd meg a p, g, r, s, t 100-nal kisebb, nem feltétleniil kiilonb6z6
primszamokat gy, hogy igaz legyen a p(q+r)(s—t)=2023 egyenléség!

Megoldés. Bontsuk fel tényezokre a 2023-at: 2023=7-17-17 . Tehat a kdvetkez6 egyenletet
szeretnénk megoldani: p(q+r)(s—t)=7-17-17. Vizsgaljuk a kdvetkezd eseteket:

l.eset. Ha p=7, q+r=17 és s—t=17. Mivel nem létezik két olyan primszam, amelyek
Osszege 17 lenne, ezért ebben az esetben nem kapunk megoldast.

Il.eset. Ha p=17, q+r=7 és s—t=17. A q+r =7 egyenletb6l megallapithatjuk, hogy a
q és r lehetséges értékei 2 és 5 tetszéleges sorrenben. Az s—t=17 egyenletnek
egyertelmii megoldasa van, hiszen ket primszam kiilonbsége csakis akkor lesz paratlan szam,
ha az egyik primszam a 2-es. Innen s=19, t=2. Igy ebben az esetben a lehetséges
megoldasok: p=17, q=5, r=2, s=19, t=2,illetve p=17, q=2, r=5, s=19, t=2.
Lehetségesek még a kovetkez6 felbontasok: 1-17-119, 1-7-289 és 1-1-2023, de ezek kozdl
egyik sem ad megfeleld megoldast.

4. Legyenek D és E pontok rendre az ABC hegyesszogii haromszog AC és BC
oldalainak felezépontjai, az F pont pedig az ADE es BED szogek szogfelezéinek
metszéspontja. Bizonyitsd be: ha F pont rajta van a hdromszdég AB oldaléan, akkor a

haromszogre teljestl, hogy AB = AC+BC .

Megoldas. El6szor is abrazoljuk a haromszoget a szogfelezokkel és a metszésponttal.



Jeloljuk be a szogfelezoknél kapott szogeket
5-val és ©-vel. Eszrevehetjiik, hogy &
egyallasu szog az alapharomszdgon Kkivil esé
szoggel, mely illeszkedik a szogfelezé és az
FB szakasz altal bezart szogre. Mindemellett
ezzel a szoggel csucsszoget alkot az AFD
sz0g, igy annak értéke is & lesz. Ezen
megéllapitdsok utadn észrevehetjuk, hogy az
AFD haromszog egyenlé szari haromszog,
melyben AFD sz0g megegyezik ADF
szOoggel, azaz az AF oldal hosszusaga
megegyezik az AD oldal hosszUsagaval.

Hasonl6 modon végigvihetjuk a BFE
haromszog esetén is az el6z6 gondolatmenetet,
melybél megkapjuk, hogy a BF =BE. Mivel a D és E pontok oldalfelez6 pontok, igy

elmondhatjuk, hogy AD =A—2C és BE =%. Innen

AB:AF+FB:AD+BE:A—2C+%,

tehat valoban igaz az egyenldség.



