XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. december 3.

9. évfolyam

1. Felirtuk a téblara a természetes szamokat 1-t6l 10-ig. Egy Iépésben kivalasztunk két
szamot, és elosztjuk oket egymassal Ugy, hogy a hanyados legaldbb 1 legyen. A két
kivalasztott szamot letoroljuk, és helyette felirjuk a hanyados egész részét. (Példaul
7:2=3,5,a 7-est és a 2-est letdroljuk, és folirjuk a 3-ast.) Legfeljebb mekkora lehet

az utolsénak megmaradt szam?

2. Ha osszeadjuk két egész szam 0Osszegét, kilonbsegét, szorzatat és hanyadosat,
eredményll 500-at kapunk. Melyik lehet ez a két szam?

3. Legyen K, L, M és N pont rendre az ABCD tetszdleges négyszog AB, BC, CD és
DA oldalanak felezopontja. Bizonyitsuk be, hogy a KM és LN szakaszok P
metszéspontja egyben mindkét szakasznak felezopontja is!

4. Hanyféleképpen lehet kiszinezni négy szinnel az ABCDE szabélyos 0tszog csucsait,
ha két szomszédos csuics nem lehet azonos szinii? (Két szinezés kiilonbozonek szamit, ha
van olyan csucs, amelyik szine kilénbozik a két szinezésben.)

A feladatok kidolgozaséara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XIX. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 9. évfolyam

1. Felirtuk a tdblara a természetes szamokat 1-tél 10-ig. Egy Iépésben kivalasztunk két
szamot, és elosztjuk oket egymassal ugy, hogy a hanyados legalabb 1 legyen. A két
kivalasztott szamot letoroljuk, és helyette felirjuk a hanyados egész részét. (Példaul
7:2=3,5,a 7-est és a 2-est letoroljuk, és folirjuk a 3-ast.) Legfeljebb mekkora lehet

az utolsénak megmaradt szam?

Megoldéas: Mivel a hanyados legaldbb egy, igy mindig a kivalasztott szdmok nagyobbikat
osztjuk el a Kisebbel. Az a és b szam osztdsakor, mivel b legaldbb egy, igy a hanyados
legfeljebb a lehet, vagyis ha kivalasztok két szamot, a legjobb esetben a maximumukat
tudom a helyiikbe irni. A tiz szam maximuma 10, igy végiil legfeljebb 10-et kaphatok. Es ez
valoban meg is kaphatd: Toréljuk le elészor a 2-3, 4-5, 6-7, 8-9 parokat. Ekkor a
kovetkezé szamok maradnak: 1,1,1,1,10. Most a 10-et osszuk el sorban az 1-esekkel. Igy
elértiik, hogy utolsé szamnak a 10-es maradjon.

2. Ha osszeadjuk két egész szam 0Osszegét, kulonbségét, szorzatat és hanyadosat,
eredményll 500-at kapunk. Melyik lehet ez a két szam?

Megoldas: A két szam legyen x és y. Nyilvan y =0, hiszen az y -nal osztani is kell. Ekkor
(X+y)+(x—y)+xy+x:y=500, azaz 2x+xy+x:y=500. Innen kiemeléssel kapjuk:

x(2+ y+1]:500. Mivel az x egész szam, igy a zarojeles kifejezés is egész, azaz a tort
y

miatt y=+1. Ha y=1, akkor x=125. y=-1 esetén nem kapunk megoldast. A
tovabbiakban foltessziik, hogy y # —1. Ebben az esetben a szorzat csak ugy lehet egész szam,
haaz x szorzo leegyszeriisiti az y -t, azaz X =ky, ahol k egész szd&m. Ekkor

ky(2+ y+%j=500<:>ky

A bal oldal masodik tényezdje miatt keressiikk az 500 négyzetszdm osztdit: 1, 4, 25, 100.
Tovabbi probalkozasainkat foglaljuk 6ssze egy tablazatba:

2
YV HL 500 o k(y+1)F =500.

( y+ 1)2 1 1 4 4 25 25 100 100
y+1 1 -1 2 -2 5 -5 10 -10
y 0 —2 1 -3 4 -6 9 -11
nem lehet mar volt
k 500 125 125 20 20 5 5
X —-1000 | 125 -375 | 80 -120 | 45 -55

A megoldésok tehdt: (-1000;-2), (125;1), (-375-3), (80;4), (-120;-6), (45,9),
(-55,-11).



3. Legyen K, L, M és N pont rendre az ABCD tetszéleges négyszog AB, BC, CD és
DA oldalanak felezopontja. Bizonyitsuk be, hogy a KM és LN szakaszok P
metszéspontja egyben mindkét szakasznak felezopontja is!

Megoldas: Felhasznalva azt az ismert tételt, amely szerint minden paralelogramma atloi
felezik egymast, elegend6 belatni, hogy a KLMN négysz6g paralelogramma. Ehhez elegendd
megmutatnunk, hogy a KLNM négyszog szemkdzti oldali parhuzamosak.

Az MN szakasz parhuzamos az AC szakasszal, mivel az MN az ACD haromszog
kdzépvonala. Hasonloan belathatd, hogy az LK szakasz ugyancsak parhuzamos az AC
szakasszal, igy az MN szakasz is parhuzamos az LK szakasszal. Hasonl6an bizonyithatd
ML és NK péarhuzamossaga is. Mivel a KLMN négyszog szemkdzti oldalai pArhuzamosak,
ezert ez a négyszog paralelogramma, és igy atloi felezik egymast.

4. Hanyféleképpen lehet kiszinezni négy szinnel az ABCDE szabélyos 6tszog csucsait,
ha két szomszédos csuics nem lehet azonos szinii? (Két szinezés kiilonbozonek szamit, ha
van olyan csucs, amelyik szine kilonbozik a két szinezésben.)

Megoldas: Kildnbodztessiink meg harom esetet.

I. Az A ésa C csucs azonos szin.

Il. Az A ésa C csucs nem azonos szinii, de A és D igen.

I1l. Az A és C csucs nem azonos szini, és A és D sem.

Az |. esetben A és C négyféleképpen szinezhetd, B haromféleképpen, D haromféleléppen
és E kétféleképpen (mivel két szomszédja kiilonboz6 szinti). Ez 6sszesen 4-3-3-2=72.

A 1l. esetben A és D négyféleképpen szinezhetd, B haromféleképpen, C kétféleképpen és
E haromféleképpen, ami 0sszesen 4-3-2-2=72.

A 11l esetben A négyféleképpen szinezhetd, B haromféleképpen, C kétféleképpen (mivel az
A szinét sem veheti fol), D kétféleképpen (hasonlo okbol kifolydlag, mint C) és E is
kétféleképpen szinezhetd: 4-3-2-2-2=96.

A valasz: 72+72+96 =240 modon lehet kiszinezni a csucsokat a feltétel szerint.



