XVIIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2021. januar 29.

9. évfolyam

1. Egy 4x4-es tablazat mindegyik mezéjébe beirjuk az 1, 2, 3 szamok valamelyikét.

a) Elérheté-e igy, hogy minden sorban és minden oszlopban kilénbdzzén a szamok
0sszege?

b) Elérheté-e igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és mindkét atloban
kilénb6zzon a szamok dsszege?

2. Az ABCD négyzet CD oldalan folvesziink egy tetszdleges L pontot. Az A csucsbol ésa C
csucsbol is meroleges egyeneseket bocsatunk a BL szakaszra, igy kapjuk rendre a P és Q
metszéspontokat. lgazoljuk, hogy CP =DQ.

3. Hatarozzuk meg azokat a természetes szamokat, amelyek négyzetének a végzédése
ugyanaz a kétjegyii szam, mint maganak az eredeti szamnak?

4. Tekintsik a mellékelt abran lathatd végtelen szamharomszdget, amelyben a paratlan
természetes szamokat lathatjuk folsorolva emelkedé sorrendben.

a) Melyik szam all a 100. sor végén?

b) Mennyi a 100. sorban allé szdmok 6sszege?

¢) Mennyi az elsé 100 sorban allo Gsszes szam 6sszege?
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A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XVIII. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 9. évfolyam

1. Egy 4x4-es tdblazat mindegyik mezé6jébe beirjuk az 1, 2, 3 szamok valamelyikét.

a) Elérheté-e igy, hogy minden sorban és minden oszlopban kilonbézzon a szamok
0sszege?

b) Elérheté-e igy, hogy minden sorban, minden oszlopban és mindkét &tloban
kilénb6zzon a szamok dsszege?

Megoldéas: a) lIgen, elérhet6. Egy ilyen kit6ltést mutat az alabbi abra. A sorok végén a
sordsszegek, az oszlopok alatt pedig az oszlopdsszegek lathatok.

1 1 1 2
1 1 2 2
2 3 3 3
3 3 3 3
7 8 9 10

b) Nem lehet. A legkisebb szam, ami 6sszegként kijohet 1 + 1 + 1 + 1 = 4, a legnagyobb pedig
3+3+3+3=12. Ez 6sszesen 9 szdm. Ugyanakkor a négy-négy oszlop- és sordsszeg, valamint
a két atlo 6sszege 0sszesen 10 féle szamot jelent. Nyilvanvald, hogy nem lehet mind a 10 6sszeg
kiilonb6z0, ha csak 9 féle 0sszeg johet ki.

2. Az ABCD négyzet CD oldalan folvesziink egy tetszdleges L pontot. Az A csucsbol esa C
csucsbol is meréleges egyeneseket bocsatunk a BL szakaszra, igy kapjuk rendre a P és Q
metszéspontokat. lgazoljuk, hogy CP =DQ.

Megoldas: Tekintsiik a BAP és a CBQ haromszdget. D L c
AB = BC, mert a négyzet oldalai egyenlok;
APB/ =BQC./ =90° a feltételek miatt; Q

ABP/ =BCQZ, mert merdleges szarii konvex szogek;
ebbdl kovetkezik, hogy BAP haromszog és CBQ
haromszdg egybevagd (két oldal és a nagyobbikkal |~
szemkozti szogek egyenlék). igy BP =CQ. P
Tekintstik most a BCP és a CDQ haromszdget.
BC =CD, mert a négyzet oldalai egyenldk;
BP =CQ, az iment bizonyitottuk be;
CBP«£=DCQ«, mert konvex valtoszogek; ebbdl kovetkezik, hogy a BCP és a CDQ
haromszogek egybevagok (két oldaluk és a kdzre zart szogiik egyenld), amibdl kovetkezik a
bizonyitando allitads: CP =DQ.
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3. Hatarozzuk meg azokat a természetes szamokat, amelyek négyzetének a végzdédése
ugyanaz a kétjegyii szam, mint maganak az eredeti szamnak?

Megoldéas: Ha a feltételek teljestilnek, akkor 100|(a2 —a) azaz a-(a—1)=100k =4-25-k .
Mivel (a,a-1)=1, ezért 25|a és 4|(a—1), vagy 25|(a—1) és 4|a, vagy 100|a, illetve
100|(a-1).

Az els6 esetben az a szam végzddése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezek koziil csak a 25-tel
végzOdoek felelnek meg.

A masodik esetben az a—1 szam végzddése 00, 25, 50 vagy 75 lehet, de ezekbdl csak azok
felelnek meg, amikor a—1 75-re végzodik, azaz az a szam végzddése 76.

A harmadik esetben a 00 végzdddek felelnek meg.

A negyedik esetben a 01-re végz6doek felelnek meg.

4. Tekintsik a mellékelt abran lathat6 végtelen szamharomszoget, amelyben a paratlan
természetes szamokat lathatjuk folsorolva emelkedé sorrendben.

a) Melyik szam all a 100. sor vegén?

b) Mennyi a 100. sorban allé szdmok 6sszege?

¢) Mennyi az els6 100 sorban allo 6sszes szam 6sszege?
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Megoldas: a) Vegyilk észre, hogy minden sorban annyi szam van, ahanyadik sort nézziik. igy
az elsé sorban 1, a masodik sorban 2, a harmadik sorban 3 szam van és igy tovabb. Az els6 100

100-(100+1)

sorban gsszesen 1+2+3+---+100= =5050. Ezek szerint a 100. sor végén az

5050. paratlan szam all. Mivel az n-edik péaratlan szamot Ugy kapjuk meg, hogy az n
kétszeresébol kivonunk egyet, igy az 5050. paratlan szam a 10 099.
b) Ha a 100. sorban 100 paratlan szam all, és a sor végén a 10 099 all, akkor ennek a sornak a
szdmait csokkend sorrendben a kovetkezdképpen irhatjuk:

10099, 10099-2, 10099-2-2, 10099-3-2, 10099-4-2, ..., 10099-99-2.
Jel6ljik ezen szamok 6sszegét S-sel. Ekkor
S =10099+10099—-2+10099—2-2+10099-3-2+10099—-4-2+---+10099-99-2 =

—100-10099-2-(1+ 2+3+---+99):100-10099—2-M:

=100-10099-100-99 =100- (10099 —99) =100-10000 = 1000000.

c) Tudjuk, hogy az elsé 100 sorban 6sszesen 5050 paratlan szam van, igy ezeknek kell venni
az 0Osszeget: 1+3+5+7+9+---+10099. Adjunk mindegyik taghoz egyet, amit a végén
vonjunk is Ki:

2+4+6+8+---+10100-5050 = 2-(1+2+3+4+---+5050) - 5050 =

(1+5050)-5050
=2 . 5050 = 5050 + 5050 - 5050 — 5050 = 5050 - 5050 = 25502500.




