XXI1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2025. december 7.

12. évfolyam

1. Hatarozd meg az n pozitiv egész szam 0sszes olyan lehetséges értéket, amelyre igaz,
hogy létezik olyan konvex n-szdg, amely hézag- és atfedésmentesen lefedhet6é olyan
(nem feltétlen egybevagd) derékszogii haromszogekkel, amelyeknek hegyesszogei 30
illetve 60 fokosak!

2. Mutasd meg, hogy minden természetes szam eloallithatd vegtelen sokféle modon
+1* +2° +...+m* alakban, ahol m szintén természetes szam!

3. Bizonyitsd be, hogy legalabb négy kiilonb6z6 elemre van sziikség egy olyan végtelen
sorozat eloallitasahoz, amelynek barmely két szomszédos, azonos hosszusagu
részsorozatara igaz, hogy nem kaphaté meg egyikb6l a masik az elemek
permutaldsaval! Részsorozat alatt a sorozat néhany egymast koveté elemét értjiik. Két
részsorozat szomszédos, ha az elsé részsorozat utolso6 eleme valamint a masodik
részsorozat elso eleme az eredeti sorozat egymast koveto elemei.

4. Hatarozd meg az 6sszes olyan szamrendszert, amelyben a 3806130 szam négyjegyii
palindrom! (Megjegyzés: 3806130=2-3-5-17°-439, valamint /3806130 ~ 44,17 és

/3806130 ~156,13.)

A feladatok kidolgozasara 120 perc all rendelkezésre.

J6 munkat!



XXI1l. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY FELADATAINAK
MEGOLDASAI - 12. évfolyam

1. Hatarozd meg az n pozitiv egész szam 6sszes olyan lehetséges értékét, amelyre igaz,
hogy létezik olyan konvex n-szdg, amely hézag- és atfedésmentesen lefedhet6é olyan
(nem feltétlen egybevagd) derékszogii haromszogekkel, amelyeknek hegyesszogei 30
illetve 60 fokosak!

Megoldas. Az n pozitiv egész szd&m felvehet minden értéket 3 és 12 kozott. Megmutatjuk
elészor, hogy 12-nél tobb nem lehet. A rendelkezésre allo haromszdg minden szdgének
mértéke oszthatd 30-cal, emiatt a kapott konvex n-sz6g minden sz6gének mértéke is a 30
szam egy tébbszordse kell, hogy legyen. A konvexitas miatt, a kapott soksz6g minden szége
180° -nél kisebb. A legnagyobb ilyen szdg a 150°. Ha minden szog eléri ezt az értéket, akkor
egy 12-szogrél van szo. A kovetkez6 abra szemlélteti, hogy létezik olyan 12-sz6g amely
valoban el6allithatd (tobb konstrukcio is lehetseges).

Ezt a sokszbget ugy kaptuk, hogy egy adott megfeleld derékszogli haromszoghoz (a mellékelt
abran az egyik legkisebbhez) hozzaillesztettiik a kovetkezd derékszogii hdromszdget ugy,
hogy annak hosszabb befogdja pontosan az eredeti hdromszog atfogdjan fekudjon. Ezt
ismételtik addig, amig az dsszeillesztésnél egyenesszog nem keletkezett. Ezt kdveten pedig
az egész alakzatot kzéppontosan tiikroztiik a fels6 szakasz kézéppontjara nézve. Ez a leirds
egyben megmutatja, hogy (tébbek kdzott) hogyan kaphatjuk meg n-re a 3-tol 7 -ig terjedd
értékeket. Hatramaradt a 8-t6l 11-ig terjed6 értékek lefedése. Ezeket is el tudjuk allitani
(csokkend sorrendben) a bemutatott 12 -szogben szerepld sorban minden méasodik haromszdg
“megforditasaval”.

2. Mutasd meg, hogy minden természetes szam eléallithaté végtelen sokféle médon
+1° +£2° +...+m’ alakban, ahol m szintén természetes szam!

Megoldas. Eloszor azt bizonyitjuk be, hogy barmely természetes szam felirhato a kivant
alakban. Egyszer(i szamitassal adédik, hogy 1=1°, 2=-1>-2*-3+4%, 3=-1°+2° és
4=-1*-2"+3. Igy elegendé azt megmutatni, hogy ha az 4llitas igaz egy k természetes
szamra, akkor igaz lesz a k +4 szamra is. Ez a l1épés adddik az

(m+1)2 —(m+2)2 —(m+3)2 +(m+4)2 =4
azonossag hasznélataval.
Az azonossaghbol kovetkezik egy Ujabb azonossag:



(m+1)2 —(m+2)2 —(m+3)2 +(m+4)2 —(m+5)2 +(m+6)2 +(m+7)2 —(m+8)2 =0.
Ezt felhasznalva egyértelmiien adodik, hogy minden szam végtelen sokféle modon eldall a
kivant alakban.

3. Bizonyitsd be, hogy legalabb négy kiilonb6z6 elemre van sziikség egy olyan végtelen
sorozat eloallitaisahoz, amelynek barmely két szomszédos, azonos hosszusagu
részsorozatara igaz, hogy nem Kkaphaté meg egyikb6l a masik az elemek
permutélasaval! Részsorozat alatt a sorozat néhany egymast koveto elemét értjiik. Két
részsorozat szomszédos, ha az elsé részsorozat utolsé6 eleme valamint a masodik
részsorozat els6 eleme az eredeti sorozat egymast koveto elemei.

Megoldés. Bebizonyitjuk, hogy egy, kett6 illetve harom elem segitségével nem képezhetiink
ilyen végtelen sorozatot. Egy elem esetén nyilvanvald. Két elem esetén (legyenek ezek 0 és
1), az altalanossag elvesztése nélkiil feltételezhetjiik, hogy a sorozat elsé eleme 0. Ekkor a
sorozat masodik eleme 1 kell, hogy legyen, mivel ha a sorozat 00 -val kezd6dne, akkor a O
és a 0, mint két egy elemet tartalmaz6 szomszédos részsorozat megszegi a feladat feltételét.
Tehat a sorozat masodik eleme 1. Ugyanezen logika alapjan a sorozat harmadik eleme 0 kell
hogy legyen. Viszont a negyedik elemre mar nincs valasztasi lehetdségiink, ugyanis ha 0101
a sorozat kezdete, akkor a 01 és 01 szegi meg a feltételt, ha pedig 0100, akkor isméta O és
0 szegi meg a feltételt.

Bizonyitsuk most be, hogy harom elem (0,1,2) sem elegendd. Ismét az altalanossag

elvesztése nélkil feltételezhetjiik, hogy a sorozat els6 eleme 0, a masodik eleme pedig 1. A
harmadik elem lehet 0 vagy 2. Az alabbi abra szemlélteti a lehet6ségeket a sorozat
folytataséara:

01

N

02 2
010 1 0 1012
s T
01 2 10 2
Lathatjuk, hogy egyik esetben sincs lehetdség a sorozat folytatasara. Mutassuk meg példaul a
0121012 esetet (ha mindig a jobb oldali elagazast valasztjuk):
- 0-val nem folytathatjuk: 01210120, 210 — 120;
- 1-gyel nem folytathatjuk: 01210121, 0121 —0121;
- 2-vel nem folytathatjuk: 01210122, 2 —2.
(Megjegyzés: meg lehet mutatni, hogy négy elem valdban elegend6 egy a feltételeket
kielégitd végtelen sorozat eldallitasahoz.)

4. Hatarozd meg az 6sszes olyan szamrendszert, amelyben a 3806130 szam négyjegyii
palindrom! (Megjegyzés: 3806130=2-3-5-17%-439, valamint %/3806130 ~44,17 és

/3806130 ~156,13.)

Megoldas. Ahhoz, hogy a 3806130 szam négyjegyli szam legyen egy adott b
szamrendszerben, teljesiilnie kell a kdvetkezo feltételnek:

(1,0,0,0), <3806130<(1,0,0,0,0) ,



ahonnan azt kapjuk, hogy /3806130 <b <3/3806130 , azaz b €[45,156]. Tegyuk fel, hogy
a b szamrendszerben a 3806130 szam négyjegyii palindrom. Ekkor felirhatd, hogy
3806130 =(a,c,c,a), =ab’+cb” +cb+a=a(b’+1)+cb(b+1)
= a(b+1)(b* ~b+1)+cb(b+1) = (b+1)(a(b* ~b+1)+cb).
Innen adédik, hogy b+1|3806130. Mivel b [45,156], ezért a b+1 lehetséges értékei 51,

85 eés 102, vagyis az egyedili esélyes szdmrendszerek az 50, 84 és 101. Ezekben a
szamrendszerekben
3806130 =(30, 22,22, 30)50

3806130 = (6, 35,35, 6)84
3806130 =(3,70,11,46)
Vagyis a keresett szamrendszerek az 50 és 84.

101



