XIl. FEKETE MIHALY EMLEKVERSENY
Zenta, 2014. december 6.

11. évfolyam

1. Hat&rozd meg mindazokat a k, m, n természetes szdmokat, amelyekre
2X+10™ -10" = 2014 .

sin x+ tgx

>0 egyenlétlenséget!
cosx+ctgx o &

2. Oldd meg a valés szamok halmazén a

3. Legyenek B’ és C' az ABC haromszdg B és C csucsainak meréleges vetiiletei
a hadromszog szemkozti oldaldra. Bizonyitsd be, hogy az A csucsbél a B'C’
egyenesre huzott meréleges tartalmazza a haromszog Kkoriilirt korének
kdzéppontjat!

4. Allitsd el6 az

Sz\/1+i2+i2+\/1+i2+i2+...+\/1+ L 2+%
1 2 2° 3 2013° 2014

Osszeget S _P alakban, ahol p,ge N és p,q relativ primek!
q

A feladatok kidolgozésara 120 perc &ll rendelkezeésre.

J6 munkat!



MEGOLDASOK - 11. évfolyam

1. Hat&rozd meg mindazokat a k, m, n természetes szdmokat, amelyekre
2 +10™ -10" = 2014 .

Megoldés: Ha k >1, m>1 n>1, akkor az egyenlet bal oldala oszthat néggyel, ami
ellentmondas, mert 2014 viszont nem oszthat6 néggyel, tehat a k, m, n természetes

szamok koziil legalabb egyik egyenld eggyel.
Ha k =1, akkor az egyesek helyén &ll6 szdmjegy 2, ami ugyancsak lehetetlen, mert a
2014 szamban az egyesek helyén 4 All.

Ha m=1, akkor az egyenlet 2 —2004 =10" alakd, ami azt jelenti, hogy 2* > 2004,

vagyis k >10. Mivel a 2*—2004 oszthatd néggyel, de nyolccal nem, az eredmény
n=2, ez viszont ellentmond&s, merta 2104 nem a kettdnek a hatvanya.

Ha n=1, akkor 2* +10™ = 2024 azaz 10™ < 2024, vagyis m<3.
A megoldas tehat (k, m, n)=(10, 3,1).

sin X+ tgx

— = 9% >0 egyenlétlenséget!
COS X + Ctgx &Y &

2. Oldd meg a valés szamok halmazén a

Megoldas:
sinx+tgx _ sin®x(cosx+1) -0
cosx+ctgx  cos® x(sin x +1)

Ertelmezési tartomany:

. . krz
sinx=0,cosx =0,sinx = -1, azaz x¢7,kez.

Tudjuk, hogy sin®x>0 és cos”x > 0. Ekkor

sin” x (cos x +1) cos X +1
>0 &

SR _ >0,
cos” X (sinx+1) sinx+1

amely 0sszevetve az értelmezési tartomannyal is, akkor teljestl, ha:
. . kr
a) sinx+1>0 A cosx+1>0 < sinx>-1 A cosx>-1 < x;t?,kez,

b) sinx+1<0 A cosXx+1<0 < sinx<-1 A cosx<-1.

amibdl viszont nem kapunk megoldast.
Osszefoglalva, az egyenl6tlenség megoldashalmaza :

M =R\{k7ﬁ},kez.



3. Legyenek B' és C’' az ABC haromszdg B és C csticsainak merdleges vetiiletei
a hadromszog szemkodzti oldaldra. Bizonyitsd be, hogy az A csucsbél a B'C’
egyenesre huzott meréleges tartalmazza a haromszog Kkoriilirt korének
kdzéppontjat!

Megoldds: Az A cslcshol huzott B'C'
egyenesre merdleges n egyenes metszi a B'C'
egyenest D pontban, az ABC haromszog koré irt
kort pedig E pontban metszi. A derékszogek
miatt a BCB'C"' harnégyszog, azaz
AB'C'/ = ABC/.

Mivel AD 1L B'C", ahonnan

B'AD/ =90°-AB'C'/=90°- ABC/
valamint EACZ = EBCZ, mert azonos har feletti
kerlleti sz0gek, ezért

ABC/Z+CBEZ=90°= ABEZ =90°,
s ez azt jelenti AE atméro.

4. Allitsd el6 az S=\/1+£2+i2+\/1+i2+i2+...+\/1+ L : +% osszeget
1© 2 2° 3 2013° 2014

s=P alakban, ahol p,qe N és p,q relativ primek!
q

Megoldéas: Alakitsuk a gyok alatti kifejezéseket a kovetkezOképpen:

TP T n*(n+)%+(n+1)°+n*> n*(n*+2n+1)+n’+2n+1+n’
n? (n+1)2 n?(n+1)>2 n?(n+1)>2

nt+2n’+n’ +nf+2n+1+n°  nf+n®+1+2n°+2n°+2n  (n®+n+1)°
n?(n+1)? n?(n+1)? n(n+1)>*

ig

y
2 2 2
1+i2+ 1 - (n2+n+12) _n +n+1=n(n+1)+1=1+ 1 =1+1_L
n (n+1) n“(n+1) n(n+1) n(n+1) n(n+1) n n+l

Ekkor

S= 1+1—l + 1+£—E + 1+E—1 +..+ 1+L—L + 1+L—L
1 2 2 3 3 4 2012 2013 2013 2014

2
S=2013+1-—~ — 014 L 20141
2014 2014 2014

vagyis

4056195
2014



